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1. Dans nne note qui va paraitre dans le Vol. IXme des " Annali 
di Matematica," et de laqnelle j'ai l'honneur de presenter un exem- 
plaire a part a la Societe Royale, j'ai considere r equation difEerentielle 
lineaire du second ordre : 



— I — -A__ .! — L tfsnu + h 



du' 



4 



y . . . . , {i) 



etant h une constante, et n un nombre positif entier. Cette equation 
differentielle, qui pour n pair coincide avec celle que Lame avait ren- 
contree dans ses etudes sur les surfaces isothermes, et a laquelle 
Mr. Hermite a dedie r^cemment ses iniportantes rediercbes, a la pro- 
priety tres-remarquable, pour le cas de n impair, d'etre integrable 
algebriquement. Soient y h y 2 , deux integrales particulieres de Pequation 
differentielle (1) ; on a, conime il est connu, que : 

%2— I 



y?f-yi^>=G ..... (2) 

du du 

C constante, et en consequence si Ton pose : 

y% 

on aura Inequation differentielle du troisieme ordre : 



h]»+2(^±^j s Mi^-f ^)=0 . (3) 



ayant designe avec Mr. Klein par [rf\ u Pexpression : 

tZ 3 log-l ldlog^L\ 
du A du S 

2\ J" / 



2. En posaiit : 



du 2 " x du 

x — • e x = (e 2 —6i)sn 2 u 
a? — e 2 == ( <3 X — e 2 ) cn 2 u 
x — e 3 = (e x — e 3 ) dnhi 



e 2 — ei 



et & 2 = -, on peut transformer Tequation differentielle (3) au moyen 

e z —ei 

de la formule generale : 

\CvQj / 
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et Ton obtient apres quelques reductions l'equation suivante : 
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M* : 



80< 



[160f - W-f 30' 2 ] . «... (4) 



dans laquelle : 



0=4a? 3 — g 2 x—g3=z4i(x—ei) (x—e 2 )(x — e d ) 



Yr = 



_i_ J — i (» — ei) + ^(63 — ei) 

4 



Cette equation differentielle (4), qui est de la forme de celle consideree 
il y a longtemps par Mr. Kummer dans ses recherches sur les series 
hypergeometriques de Gauss, peut s'integrer au nioyen des resultats 
obtenus dans la note rappellee ci-dessus. En effet en posant y^y^—v, 
on deduit tres-facilement de l'equation (2) que : 



ou aussi : 



du v 



1^7- C 



rj dx v \/0(aj) 

Mais pour le cas de n pair = 2m, on a : 

v—%(x) 

etant %(x), un polynome en x du degre m, dont les coefficients sont des 
fonctions determinees de h 9 ei, e 2 , e 3 . On aura done dans ce cas : 



0Z(») 

rj=e 



ayant pose : 



Z(«) = 



dx 



f (») \/<p(x) 
Dans le cas que n impair = 2m -f 1, on a : 

£(«) etant encore un polynome en x du degre m, et f une racine de 
l'equation 0(<b)=O, e'est-a-dire f=6i, e 2 , e 3 . Dans ce cas en posant 
0(<b) = (<b-— £)/*(#), on aura: 

~, . f ^ 
Z(»)= 7- 

J£(*)(»— f)v>(a>) 
integrable par des fonctions logarithmiques. En posant : 

ti(a) = vfi(x) — v fi{a) —2(x~- a) 
t 2 (a)-\/fi(x) + v / / ^y~2(o?-a) 
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on a ainsi pour n impair : 

--A(g)\i n <i(«.) 

ou a?, est une racine de l'equation f(aj)=0. 
3. Si clans l'equation (4) on suppose : 

A(e 3 — ei)=-A_ J — -Lei 

4 

12 V y 

et ^2=0, Inequation meme devient; 

[,],=^^_^[( TO » + 2»+24) fl r 8 -4(n-l)(»+3)<.r']. 

Soit a? 3 =-rg r 3«, on aura: 

h ]^^ i ^ 2 [^+2^+24-(^--l)(^+3),] 

et [»]«=- - 2 

en consequence Y equation de transformation : 



M*=M*+h]J 



vCfe. 



donnera : [^==___ + — _ — — _r_ — _ — . 

2s 2 2(1— 2) 2z(l—z) 

etant : \=-, ^=_-, v=- 

On en deduit que en posant : 

_w + 2 R __ n __2 
a "~~12H ^~ 12' 7 ~3 

F(a, ft, 7, a) 

on aura: yr- k ' 7 



E(a, ft a-f/3— 7 + 1, 1 — 2!) 

'designant par =p une serie nypergeometrique. 

Ces series sont done exprimables, dans le cas que fai ici considered 
par la fonction Z(a?) introduite superieurement. 

Analoguement si Ton suppose ^^O, on trouvera en posant : 

pour a, ft 7 les valeurs suivantes : 

__w+2 ,, % _2 
8 ' H 8' 3 



